Extrémy - piiklad z konzultace

Pi#iklad 1. Urcete supremum a infimum funkce f(z,y,2) = 22 + 3? + 2% na mnoziné

M = {[z,y, 2] GRP’:J:2+222:1/\$+7J§1}.

Resend. Mnozina M je uzaviena dle Véty o troviiovych mnozinach, neb funkce g1, g2 jsou spojité.

Mn. M neni omezena: napf. obsahuje bod [1,y,0] pro libovolné y < 1 —x =1—1 = 0 (neb
12+2-02=1ay < 1). Vzdalenost bodu [1,y,0] od pocatku je /1 +y? a limy,_oo /1 +y% = 00. Z
toho plyne, Ze neexistuje r > 0 takové, ze M C B(0,r). Tudiz M neni omezené.

Z podoby f v kombinaci s faktem, Ze M neni omezené, tusime, Ze sup,,; f = oo. Skutecné tomu tak
je, neb pro libovolné y < 0 plati, Ze [1,y,0] € M a limy_,_o f(1,y,0) = limy—,_oo 1 +y* = co. Zbyva nam
tedy urcit inf; f.

Definujme funkee:

gl(x,y,z)=$2+222—1, 92(z,y,2) =z +y—1

Plati M = [g1 = 0,92 < 0] =[g1 = 0,92 < 0] U [g1 =0, g2 = 0]. Lze si rozmyslet, ze Int M = .

Zkoumejme M na jejich dvou ¢astech. Nejdiive spoctéme gradienty funkeci.

2z 2z 1
Vf(%@/» Z) =2y, Vgl(w,ya Z) = 0 s VQQ(xay7 Z) =11
2z 4z 0

e My =[g1 =0,92 <0] -1 Lagrangetv multiplikator

(I) Vg1 =0 <= 20 =0=42 <= [z,y,2] =1[0,9,0]
Ale [0,y,0] ¢ My, nebot ¢1(0,y,0) = —1 # 0. Zaddny podeziely bod.
(II) Vf(z,y,2) + AVgi(z,y,2) = 0N [z,y,2] € My

r=0 =% z=+L — podeziely bod: [0,0,i%}
204202 =0 = (240 = A==Z=—1 =25 2:=0 = 2=0
4 5

— 1z =11 = z = -1 = podeziely bod:[-1,0,0]
2u=0 = y=0
22 +4X2 =0
22 +22% =1
r+y<l =2 r<1

e M2 =[g; =0,g2 = 0] dva multiplikatory

2z k
(1) Vgi(z,y,2) =k -Vga(z,y,2) = [0 |=|k| &= k=0Az=5=0A2=0
4z 0
bod [0,y,0] ¢ Ms, zaddny podeziely bod
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(II) Vf(l’, Y, Z) + ongl(x, Y, Z) + ﬁVQQ(l', Y, Z) =0A [l‘, Y, Z} € M2
ve vypoctu nize vime, ze 4 + 2« # 0, jinak by nemohlo platit, ze z(4 + 2a) = 2.

2
4+ 2

2+ 20z + B =0 = z(2420) —242r=0 = z(4+20)=2 = z =

WHB=0 = B=-2y= —2+2
(=0 =X 2 =+1
2]

S podezielé body:[1,0,0],[—1,
4

1
224+ 4az2=0 = (24+4a)z=0 = z2#0 = Oé:—% - x:% = 22 =

_ 1. /5 5 _1

podezielé body: [%, %,:I: 1 ]

olon D

B

2?2 4+22=1
zt+y=1 = y=1—-=z

Hodnoty v podezielych bodech:

1 1
(00=35) =
f(=1,0,0)=1
f(1,0,0) =1
f(=1,0,2)=1+4=5

f(21, [5) 5
33 18 6

Hypotéza: minimum hodnoty % se nabyva v bodech [O, 0, :l:%} .

2 nalezneme nejmensi

Ziejmé pokud za y zvolime nulu a pokusime se minimalizovat vyraz =2 + z
moznou hodnotu f na M.Stadi proto ukazat, ze pro z, z takové, ze [z,0, z] € M plati % < f(z,0,2). Pro
tato x, z plati, Ze 22 + 222 = 1, tedy x? = 1 — 222, Navic si lze rozmyslet, 7ze z € [—%, %} tedy néas
zajima miniméalni hodnota vyrazu 1 — 222 4+ 22 = 1 — 22 pro z € [—%, %} Zfejmé minimum nastava

pro co nejvétsi |z|, tedy pro z = :t%. Z toho plyne, Ze % je skuteéné minimem f na M.

Alternativné minimum:
Lze si rozmyslet, ze x2 4+ 222 = 1 popisuje elipsu, jejiz body maji nejvyssi hodnotu z-ové soutadnice
L a nejmensi ——2-. Téz si lze rozmyslet, Ze v ramci = se elipsa vyskytuje v rozmezi [—1,1]. Danou

V2 V2

elipsu miZzeme parametrizovat napt. jako [:l:\/l — 222, z} , 2 € [—%, %} Zajima nés minimum funkce
g(z) = f (j:\/l — 2z2,z> na intervalu [—%, %} To vySetfime metodami z prvniho semestru (jde o
funkeci jedné proménné). Tj. vySetiime, kde jsou derivace nulové a jak se chova funkce v krajnich bodech
intervalu.

A
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